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En el siguiente trabajo se introducen dos modelos de mercados financieros que 
dan lugar a un comportamiento caótico. El primero de ellos es un modelo de genera- 
ciones solapadas, y satisface las condiciones de Li-Yorke. El segundo, es un modelo 
de determinación de los precios de los bonos con expectativas racionales y aversión 
al riesgo. Finalmente, se propone un método general para la estimación de este tipo 
de dinámicas no lineales. 
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In the present work two financial market models with chaotic behaviour are intro- 
duced. One overlapping generation model is motivated and developed. The second 
model is based on rational expectations and aversion risk for detenninating bond pri- 
cing in financial markets. Finally, one general method for estimating these nonlinear 
dynarnics are proposed. 
El estudio científico de un fenómeno, consiste generalmente en descifrar el orden 
oculto. Esto quiere decir que el desorden implica incomprensión para el científico, y 
de alguna forma una medida de su ignorancia. Así, cuanto menos desordenado sea el 
fenómeno en estudio, menos probable es el error del científico y más acertadas cabe 
esperar que sean sus predicciones. Desde este punto de vista, el científico busca regu- 
laridades en sus estudios, ya sean estos sobre mecánica de fluidos, sobre propagación 
de las epidemias o sobre la actividad económica. Sin embargo, los conceptos de 
orden y desorden han sufrido cambios a lo largo del tiempo. Al principio, el desor- 
den se consideraba algo cercano al azar. La naturaleza del azar ha estado y está aún 
vinculada al desorden, puesto que lo imprevisible, complejo e irregular se ha asocia- 
do generalmente con el desorden. A pesar de esto, los avances en la investigación 
científica han proporcionado nuevas aportaciones que obligan a una reflexión pro- 
funda sobre este modo de proceder y sus implicaciones en los resultados científicos. 
Los descubrimientos sobre el denominado «caos determinista» han probado que sis- 
temas muy simples pueden evolucionar hacia formas complejas, irregulares y erráti- 
cas que a pesar de un determinismo en los valores iniciales y en la estructura del sis- 
tema, da lugar a desarrollos cercanos al azar. Por otro lado, estos hallazgos ponen de 
manifiesto que las situaciones en las que existe caos no son en modo alguno casos 
excepcionales o espúreos. Así, los ritmos cardíacos, los cambios climáticos, los movi- 
mientos del sistema solar y la misma actividad económica son campos del saber afec- 
tados por el caos. Hoy en día se están llevando a cabo un numeroso gmpo de inves- 
tigaciones que estudian, desde el comportamiento de los átomos hasta los comporta- 
mientos de los hombres O de 1% sociedades con una visión más amplia y rica en los 
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conceptos de orden y desorden. Este trabajo se orienta en esta línea de investigación, 
y se centra en las aplicaciones relacionadas con las finanzas dentro de la actividad 
económica. 
El objetivo de este trabajo es ofrecer dos aplicaciones económicas para ilustrar la 
complejidad de los modelos no lineales en finanzas. Los apartados 2 y 3 introducen 
brevemente las principales ideas del caos. A continuación, se parte de un modelo de 
generaciones solapadas simple que proporciona un esquema determinista no lineal 
para la acumulación de capital. De aquí se pueden derivar las condiciones para la 
existencia de equilibrio estable, y se formalizan las condiciones para el surgimiento 
del caos. Una implicación de lo anterior es que el tipo de interés también poseerá una 
dinámica caótica y por tanto puede surgir el caos financiero en la bolsa y en el pre- 
cio de los bonos. Es posible otra justificación de este hecho mediante un segundo 
modelo de expectativas racionales que se presenta. Finalmente, se propone un méto- 
do general para la estimación de este tipo de dinámicas no lineales. 
La correcta especificación de un modelo económico de series temporales es uno 
de los principales problemas con que se encuentran los investigadores. Una gran parte 
de estas especificaciones se apoyan en dos hipótesis básicas: la linealidad y la nor- 
malidad de las innovaciones. Estas dos hipótesis no son en absoluto gratuitas y con- 
figuran gran parte de la investigación estadística existente. La hipótesis de linealidad 
viene fuertemente apoyada por el teorema de Wold, mediante el cual toda serie esta- 
cionaria se puede descomponer como suma de dos procesos incorrelados: 
donde d, es lineal determinista y z, es un proceso infinito de medias móviles MA(m). 
En este sentido una gran parte de las series económicas son susceptibles de ana- 
lizarse mediante modelos ARMA, de modo que: 
donde @(B), O(B) son polinomios en el operador de retardos B, y (l-B)d transfor- 
mación que convierte en estacionaria la serie x,. La elección del modelo adecuado se 
basa en las bien conocidas funciones de autocorrelación simple y parcial (fas y fap), 
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dentro del contexto de la metodología Box-Jenkins. Sin embargo, no conviene olvi- 
dar que tanto la fas como la fap son efectivamente herramientas de identificación 
lineal, inoperantes en contextos no lineales. Existen en la literatura un buen número 
de ejemplos de procesos diferentes del mido blanco, que dan lugar a funciones de 
autocorrelación teóricas nulas. Un gran número de modelos bilineales tales como: 
poseen esta propiedad. Los ejemplos anteriores pueden no cogemos de sorpresa si 
estamos acostumbrados a trabajar con series temporales. Sin embargo lo que resulta 
más sorprendente es un hecho conocido desde Poincaré hace un siglo, y es que es 
posible encontrar dinámicas puramente detenninistas con un comportamiento herrá- 
tico similar al mido blanco. El ejemplo clásico lo constituye la ecuación logística(4), 
donde una característica especialmente importante de este proceso, y de los sistemas 
caóticos en general, es que una pequeña variación en el valor inicial x,, da lugar a tra- 
yectorias claramente diferenciadas. Tales procesos se denominan caóticos. A pesar de 
todo esto, la sorpresa no acaba aquí. Es posible encontrar un proceso caótico, técni- 
camente hablando en el sentido de Li-Yorke, cuya función de autocorrelación es idén- 
tica a un proceso AR(1). Si consideramos el sistema detenninista no lineal: 
x, = f(x,,; w), o I x, I 1 
donde: 
se puede probar (Sakai y Tokumaru, (1980)) que la función de autocorrelación del 
sistema viene dada por: 
p, = 1112, igual que el proceso AR(I), 
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donde @ = 2w-1. Nótese que cuando w = 112, p, = O si k #O, si . En este sentido, resul- 
taría de interés encontrar algún ejemplo de serie donde el modelo no lineal se ajusta- 
se mejor que el AR(1) clásico. 
Una propiedad de especial importancia en los sistemas dinámicos de naturaleza 
caótica es la sensibilidad a las condiciones iniciales. Sin embargo esta no es la única 
razón que motiva el estudio de estos procesos. En los modelos ARIMA de series tem- 
porales dentro del contexto de la metodología Box-Jenkins, el comportamiento diná- 
mico de la economía viene generado por la suma de un equilibrio estable y una serie 
de perturbaciones aleatorias determinadas exógenamente al sistema. Sin embargo en 
los sistemas de caos, la economía se rige mediante una dinámica no lineal alimenta- 
da por el propio sistema. 
Veamos ahora las definiciones básicas en las que se apoyan los sistemas caóticos. 
Consideremos una aplicación ED+D, que define la dinámica no lineal, x, = f(x,-,). 
Se denota la n-ésima composición de f por f" = f o P-' donde f1 = f. Una trayectona 
del sistema de longitud n con valor inicial x,, es una sucesión {x,,, f(x,,) ,..., f"-'(x,,)). 
Una trayectona se denomina periódica de período p si p es el menor entero tal que 
P(x) = X, donde en este caso x es un punto periódico. Un atractor para f es un con- 
junto A compacto minimal tal que el conjunto, 
{x/ Iím inf If"(x) - yl = 0) # 0 
n- 
De un modo intuitivo un sistema caótico verifica que, (i) es sensible a las condi- 
ciones iniciales, (ii) los atractores son no descomponibles y (iii) existe cierta apa- 
riencia de regularidad dentro de un atractor A. De un modo más riguroso, se dice que 
una dinámica no lineal f es caótica si verifica: 
(i) Existe un valor 6 tal que para cualquier x, E D y cualquier entorno E de x,, 
existe un x, en E y un n tal que, If"(x,) - f"(x,)l> 6. 
(ii) Existe algún punto x en A tal que la trayectoria es densa en A. 
(iii) Los puntos periódicos de f son densos en A. 
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Los ciclos de período tres tienen una gran importancia en la teoría matemática del 
caos, como lo prueba el conocido teorema de Li-Yorke (1975): 
Teorema. Sea J un subconjunto de R y t J + J  aplicación continua. Supongamos 
que existe un punto a en J de modo que: 
P(a) 5 a e f(a) e P(a) (o bien P(a) 2 a > f(a) > P(a)) 
entonces: 
a) Para cada k = 1, 2,. . . existe un punto J en de período k. 
b) Existe un conjunto S no numerable contenido en J sin puntos periódicos veri- 
ficando las siguientes condiciones: 
b l )  Para cada p, q en S con p # q, 
lím sup lP(p) - f"(q)l > O y lím inf lf"(p) - f (q)l = 0 
"+ n+ 
b2) Para cada en y punto periódico, 
lím sup If"(p) - f (q)l > O 
n- 
4.1. Modelo de Generaciones Solapadas 
El modelo que aquí se presenta está inicialmente inspirado en los trabajos de Benhavid 
y Day (1980 y 1982). L a  hipótesis en las que se basa el modelo son las siguientes: 
(i) Se supone que los individuos viven dos períodos de tiempo t y t+l; en un ins- 
tante de tiempo t conviven dos generaciones O y 1. Sólo trabajan los jóvenes, que aho- 
rran parte de sus ingresos y son en definitiva quienes adquieren stock de capital con 
sus ahorros. El stock de que dispone el sujeto inversor en el período t+l se denomi- 
na 4+,y  es igual a lo que dicho sujeto ahorra durante el período t, 
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donde w, representa el salario y c,, representa el consumo del individuo en la gene- 
ración 0, durante el período de tiempo t. Se supone también que el stock de capital 
de cada período se consume íntegramente dentro de ese período. 
(ii) Se supone que un individuo representativo de la generación joven sólo obtie- 
ne ingresos procedentes del trabajo. El individuo gana un salario w que tiene que dis- 
tribuir en los dos períodos de su vida t y t+l, de donde su consumo en el período t+l 
viene dado por: 
donde r,, es la tasa de interés de los ahorros desde el período t al t+l. En otras pala- 
bras, el agente económico puede ahorrar, y a través del mercado de crédito transferir 
recursos del primer período de vida al segundo. 
(iii) Suponemos que la población en ambas generaciones es siempre la misma. 
(iv) Se supone que la función de utilidad para cada generación es del tipo Cobb- 
Douglas, dada por: 
donde el parámetro P mide la disponibilidad del sujeto para sustituir consumo pre- 
sente por consumo futuro. Se supone que /3 es función del salario y aumenta propor- 
cionalmente de modo que, 
- P=B(wl)=awv con a > O  y O</3<1  (4.4) 
Estamos suponiendo también que los cambios de P dan lugar a cambios en la 
decisión de ahorro de los agentes y además que los agentes que nacen en épocas de 
expansión son más «gastadores», que los agentes que nacen en épocas de recesión. 
(v) Se supone que la función de producción individual es del tipo Cobb-Douglas, 
y, = f(k,) = Ma, donde Aa > O (4.5) 
puesto que, y, = w, + f'(k,)k, donde f'(k,) = r,, se puede escribir: 
La solución de equilibrio de este modelo proviene de la maximización de la uti- 
lidad sujeta a la restricción presupuestaria: 
1 
sujeto a w, = c,, + cn,,+, - 
1 + rt+l 
de donde. 
aplicando los supuestos (i) y (ii) se obtiene que, 
que lleva a, 
Sustituyendo las condiciones de equilibrio en el mercado de factores y la defini- 
ción de función de producción (ecuaciones (4.5) y (4.6)) se obtiene que, 
que podemos reescribir como, 
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Nótese que (4.9) incluye a la ecuación logística como caso particular. Los Gráfi- 
cos 1 y 2 muestras varias realizaciones caóticas de (4.9), según diversos valores de 
los parámetros. 
4.1.2. Comportamiento Caótico 
En este apartado probaremos que la ecuación (4.9) satisface las condiciones del 
teorema de Li-Yorke, y por tanto presenta un comportamiento caótico. Escribimos 
f(k,) = wk,3. Ahora f puede verse como una función asimétnca negativa en k,, con un 
máximo y dos cortes con los ejes. Sea km, el valor de k, que maximiza f y k, = f - ' L ) .  
Por la naturaleza de f y mediante exploración gráfica es inmediato probar que < 
siendo punto fijo de f (f(&) = b), donde además k, < kmi,. 
Consideremos a continuación la primera iteración de k,,,, f(kmi,), y sea el mayor 
valor de k, tal que f($) = O. Entonces, si se elige el valor de w lo suficientemente 
grande (en el caso de la ecuación logística w=4), es posible obtener f(k,,,) = kv. 
Tenemos por tanto que, 
donde se verifica, 
de lo cual se satisface (3.1) y se sigue el teorema de Li-Yorke. 
4.2. Modelo de Determinacion de los Precios de los Bonos con Expectativas 
Racionales y Aversion al Riesgo 
El modelo que aquí se presenta está inspirado en el trabajo de Begg (1984), y la 
versión posterior de Ploeg (1986). Las hipótesis de trabajo son las siguientes, 
(i) Se supone un inversor con una riqueza en el pedodo de tiempo t, w,, el cual 
puede comprar una cantidad de bonos perpetuos q, al principio de cada penodo en 
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un precio P,. El cupón por período de los bonos perpetuos C. El inversor también 
puede comprar bonos al precio P,, con un interés r, conocido al principio de cada perío- 
do. Así, la ganancia total de i, la cartera del inversor viene dada por, 
La ganancia total i, es incierto puesto que la ganancia de capital en perpetuidades 
está sometida a incertidumbre. Dada la información al principio del período t, la 
varianza condicional del período simple de la ganancia de la cartera de inversión 
viene dada por, 
donde o\,+, representa la varianza condicional de P,, dada la información hasta t. 
(ii) Suponemos que los agentes económicos son competitivos y que eligen el 
número de bonos a, para maximizar sus ganancias, esto es, maximizar la diferencia, 
1 
ie - - bot, con b > O 
2 
donde i: denota la esperanza condicionada de la tasa de interés total de la cartera al 
principio del período t, siendo b un parámetro positivo que recoge la aversión al ries- 
go. De este modo el problema de decisión se puede expresar como, 
1 
máx a,(c.,+, - P, + C) + (w, - a,P,)r, - - baf o' 2 P ~ I + ~  
donde la condición de primer orden es, 
En esta última expresión puede sustituirse el valor de 1 + r, por Di1. Así, se puede 
escribir, 
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La expresión (4.15) describe la demanda privada de bonos dadas las perspectivas 
recientes sobre la media y la varianza del precio de los bonos. 
(iii) Se supone que la oferta está fijada por el gobierno, esto es . 
(iv) Se supone que la política monetaria fija los tipos de interés a corto plazo, es 
decir, 
r, - independiente e iguelmente distribuidas en el tiempo (iid) (4.16) 
4.2.1. Desarrollo del Modelo 
El factor de descuento definido en el supuesto (ii) D, es también independiente e 
idéntico en el tiempo, por el supuesto (iv). Por tanto, DI+, puede ser escrito como, 
D,+, = De,, + u,+, = S + u,, 
con 
u,+, - iid (0,ou) 
Aquí, DI+, posee dos componentes: anticipado y no anticipado. El componente 
anticipado Ses constante para todo j, puesto que r,, y DI+, son iid. De un modo simi- 
lar el componente no anticipado ha de ser iid con media condicional nula y varianza 
condicional constante en el tiempo, Por otro lado, al ser r, conocido al comienzo de 
cada período, también u, lo es. 
De la ecuación (4.10) se deduce que los individuos en el período t+l se enfren- 
tan al mismo problema que en el período anterior t, respecto al precio que esperan 
para los bonos, de modo que se satisface, 
Aquí el mercado se ajusta a medida que desciende el período de suscripción de 
la demanda de bonos si suponemos que como en (ii) la oferta de bonos a, viene dada 
por el gobierno. Si tomamos esperanzas condicionadas en t se verifica que, 
PABLO COTO MILLÁN - JOSÉ MAR~A SARABIA ALEGR~A 
puesto que la variable D,+, es iid y los agentes no aprenden nada de las perturba- 
ciones realizadas en t+l. Por tanto, los agentes están revisando constantemente sus 
creencias. De este modo, las expectativas condicionales de (4.18) para obtener (4.19) 
se pueden ignorar. 
Puesto que las creencias en Pt+2 son las mismas que en t y t+l, al restar la ecua- 
ción (4.19) de la (4.18) se obtiene, 
Ahora, al elevar al cuadrado los dos miembros de la ecuación anterior y toman- 
do esperanzas condicionadas se obtiene que, 
Sustituyendo (4.20) en (4.19) se llega a la relación, 
donde A = abot / 8. En este modelo no se ha realizado ninguna restricción respecto 
a los valores iniciales de los precios de los bonos y por ello la evolución futura de los 
mismos pueden exhibir comportamientos altamente erráticos o caóticos. 
Para obtener un equilibrio estable, se supone un precio de los bonos P* de tal 
modo que en la ecuación (4.21) se verifica, 
-6AP*' + (6 - 1)P* + 6C = 0 con y+,+, = Y+, = P* 
de donde es posible escribir, 
donde la raíz cuadrada positiva tiene que ser rechazada puesto que P* tiene que ser 
positivo. 
La pendiente de e+, = f(Y+,+,) en (4.21) viene dada por, 
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evaluando P* de la ecuación (4.22) se tiene que, 
con, @A = aboy. Por tanto, para valores pequeños de «a» (oferta de bonos detenni- 
nada exógenamente), de «b» (aversión al riesgo) y de 02, (varianza de la componen- 
te no anticipada del factor de descuento (1 + r,)-'), se puede concluir que f'(P*)es 
menor que -1 y por lo tanto no existe equilibrio localmente estable. 
Cuando el valor de o: es suficientemente grande como para hacer que la pen- 
diente alcance un valor superior a -1, el equilibrio pasa de ser localmente inestable a 
estable. 
Los resultados de este modelo son por tanto altamente inciertos.*~arece que la 
hipótesis de una formación de precios de los bonos con expectativas racionales y en 
presencia de aversión al riesgo, proporciona la posibilidad de que la economía pase 
sucesivamente de situaciones de equilibrio estable a situaciones explosivas. La expli- 
cación para estos cambios se puede asociar con «pérdidas de confianza» que pueden 
dar lugar a «burbujas especulativas» y a «pánicos financieros*. El gobierno puede 
intervenir en estos mercados financieros con la intención de restablecer la confianza, 
con lo cual reduce la varianza . Esta situación puede ser compatible con situaciones 
de nuevos equilibrios. 
Se puede concluir que este modelo no tiene una solución estable. Además son 
posibles trayectorias caóticas, pues (4.21) puede ser visto como una ecuación logís- 
tica. Esto es, los modelos no lineales de expectativas racionales no tienen una única 
solución estable, como ocurre en los modelos lineales de este tipo (Blanchard y 
Kahn, 1980). Las trayectorias explosivas y caóticas, los ciclos y las soluciones de 
equilibrio son posibles en los mercados financieros. 
La estimación de un sistema caótico a partir de sus trayectorias no parece un ejer- 
cicio trivial. Una de las principales cuestiones que surge es distinguir a nivel de infe- 
rencia entre un proceso puramente estocástico, y un proceso «aleatorio» procedente 
de una dinámica caótica posiblemente determinista. La estadística únicamente pro- 
porciona herramientas inferenciales en el primero de los casos. Berliner (1992) y 
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Geweke (1992) tratan este problema de estimación desde una perspectiva bayesiana. 
El camino quizás más fácil de abordar el problema es añadir a la serie observada un 
ténnino de error, exógeno a las observaciones. 
Supongamos un sistema dinámico no lineal dependiente de un parámetro 8, y un 
conjunto de n iteraciones del sistema, comenzando por un valor inicial x,, 
{x, = f(x,;@, x, = f2(x,; @,..., x, = fh(x,;@) 
Supongamos ahora que se observa un conjunto de n datos, consistentes en n 
variables aleatorias independientes e igualmente distribuidas {Y,, Y,,. . ., Y"] de modo 
que: 
donde suponemos, por ejemplo, que las e, son variables aleatorias independientes e 
igualmente distribuidas N(0, 1). Los parámetros de interés del sistema son el valor 
inicial x,,, el parámetro 8 de f y la desviación típica o. La función de verosimilitud se 
convierte entonces en: 
L(dn / x,e,o) = o-n(2d" exp {-Elyk - P(x,,;@~ l 2 d )  
k= l 
(5.2) 
donde sería posible, al menos aparentemente, estimar los parámetros %, 8 y o. El 
caso de la ecuación logística suponiendo dos de los parámetros conocidos es tratado 
por Berliner (1992). Desafortunadamente, la mayoría de las verosimilitudes asocia- 
das a dinámicas caóticas suelen ser bastante complejas. Desde una perspectiva baye- 
siana del problema, si elegimos una distribución a priori para los parámetros p, la dis- 
tribución posterior dado el conjunto de trayectorias observadas es: 
donde por marginalización podemos hacer inferencia sobre alguno de los parámetros. 
Otra posible extensión del modelo de cara a la estimación consiste en escribir 
X, = f(x,-,;@ + e,, donde e, representa un proceso estocástico y además y, = h(xt) + u,, 
DINAMICAS NO LINEALES Y CA~TICAS 
EN LOS MERCADOS FINANCIEROS 
es la ecuación de observación, siendo u, una medida de error. El estudio de estas dos 
ecuaciones en el caso de f y h lineales es el bien conocido filtro de Kalman. 
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Gráfico 1. Dos trayectorias de (4.9) de tamaño n = 100 donde w = 4, y= 5 ,  x, = 0,2 y 0,201 
DINÁMICAS NO LTNEALES Y CA~TICAS 
EN LOS MERCADOS FINANCIEROS 
Gráfico 2. Dos trayectorias de (4.9) de tamaño n=100 donde w=4, x, = 0.2 y y= 0.6 y 0.7 
